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¢Cuantas estacas equidistantes (en metros) se requiere como
minimo para empezar a cercar un terreno en todo su perimetro?
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Luego de la partida, ¢ cuanto tiempo tengo que esperar para tomar
una fotografia a los atletas pasando juntos por la linea de partida?

/ 4 m/s

L\piCon@tiea

Longitud de la pista = 400 m
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Maximo Comun Divisor (MCD) en los enteros
Conjunto de los divisores comunes positivos

SidlA entoncesd < |A|lysid]| B, entonces d < |B]|, por lo tanto los
divisores comunes forman un conjunto finito, teniendo un elemento
minimo: la unidad y un elemento maximo, al cual llamaremos maximo
comun divisor.

Definicion
El maximo elemento del conjunto de los divisores comunes positivos de

dos o0 mas numeros enteros no nulos, recibe el nombre de maximo
comun divisor.

Ejemplo:

El conjunto de los divisores comunes positivos de 18, -27 y 63 es
. {1;3;9}. Luego: MCD (18; -27;63) =9
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/' Aplicacion 1

Determine la suma de los divisores comunes positivos que tienen los
numeros 54y 727

A) 20 B) 24 C) 32 | D) 39] E) 48
Resolucion
Los divisores de 54 son:
+1,+2,+3, 6,
+9,+18,1+27,+54

Los divisores de 72 son:

+1,42,+3,+4, +6, +8, +9,
112,418, +24,+36y +72

— Wil

Los divisores comunes positivo
son: 1;2;3;6;9 y 18 B Suma:39
—

Nota:

\ Todo divisor comun de un grupo de numeros, divide también a su
MCD.
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Minimo Comun Multiplo (MCM) en los enteros
Multiplos comunes

Sean A y B dos numeros enteros no nulos. SiAI1 M y B I M,
decimos que M es un multiplo comun de Ay B.

Ejemplo:
Los multiplos comunes de 24y —36 son + 72,+144,+216,+288, ...
El conjunto de los multiplos comunes positivos de 24 y —36 es:

(72; 144; 216;288; ... }

No es posible ubicar un elemento maximo, pero si un minimo elemento
en este conjunto.
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Conjunto de los multiplos comunes positivos

Este conjunto estia dado por {M € Z* /A1 M y B M}, el cual es un
conjunto no vacio ya que A.B es un multiplo de Ay de B.

Por otro lado se deduce que este conjunto posee un elemento minimo al
cual llamaremos minimo comun multiplo, pero no posee un elemento
maximo.

Definicion.

El menor elemento del conjunto de los multiplos comunes positivos de

dos 0 mas numeros enteros no nulos se denomina minimo comun
multiplo.

Ejemplo: El conjunto de los multiplos comunes positivos de —32y 40
es {160;320; 480;640; ...}
Luego, MCM (—32; 40) = 160
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/' Aplicacion 2

Determine la suma de los multiplos comunes positivos de tres cifras,
menores que 600, que tienen los numeros: 18 y 30.

A) 1 260 B) 1 440 C)1540  D)1620 [E)1800]
Resolucion

Multiplos positivos de 18: 18;36;54;72;90;108;126; 144;162; 180; ...

Multiplos positivos de 30: 30;60;90; 120; 150; 180; ...
Multiplos comunes: 90; 180; 270; ...
B 100 <90k <600 By 1,1..<k<66..
» Suma de multiplos comunes: 90(24+3+4+5+6) =1800

a a
| Nota:
\ Todo multiplo comidn de un grupo de numeros, es también

_multiplo de su MCM.
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METODOS PARA CALCULAR EL MCD Y EL MCM

Por descomposicion canonica individual

Se descompone cada numero como producto de sus factores primos (se

descompone en forma canonica)

d EI MCD sera el producto de los factores primos comunes elevados al
menor exponente.

d El MCM sera el producto de los factores primos comunes y no
comunes elevados al mayor exponente.

Ejemplo:
Calcule el MCD y MCM de 540; 612y 720 m

Se descomponen
los nUmeros en

540 = 22, 33,5 MCD = 22.32 = 36 forma canonica

612 = 22,32,17
720 = 24,32,5 MCM = 24,33,5,17 =36720
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/Aplicaci(’)n 3

SiIA=75x20"y B =45x60"
tienen 40 divisores positivos

comunes. Calcule la cantidad
de divisores del MCM (4; B).

A) 75 B) 125 C) 150
D) 250 E) 280

Resolucidn

Cada uno de los numeros se
descompone en forma candnica

B =34.5.(2%3.5)"
B = 22n gn+Z2 gn+l

B MCD = 22", 3.57+!

Cantidad de divisores positivos del MCD
2n+1)2)(n+2) =40

B 2n+1)(n+2)=5.4 8 n=2
Luego: MCM = 24m, 3n+z gn+2
®» MCM= 2%.3%* 5%

Cantidad de divisores
A e %)= 5.5.5 =125

A = 3.52,(22.5)"
A = 22n 3 §n+2
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POR DESCOMPOSICION SIMULTANEA EN FACTORES PRIMOS

Para calcular el MCD de varios 1240 600 800 |2 \
nimeros  se  descomponen |120 300 400 2>MCD=4O
simultdineamente en factores | 60 150 200 |2

primos comunes, el MCD se” 30 75 1001|5)
obtiene  multiplicando dichos | 6 15 2012 "MCM = 2 400
factores comunes. |l 3 15 1012

Para calcular el MCM de varios| 3 15 5 |3

ndmeros se descomponenl 1 5 5|5 )
simultaneamente en factores 1 1 1

primos comunes y no comunes,I

el MCM se obtiene multiplicandol MCD = 23 5 = 40
todos los factores obtenidos en laj

descomposicion. I MCM = 2°.3.5% = 2 400
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' Aplicacion 4
"~ Se han colocado postes igualmente espaciados en el contorno de un
campo triangular, cuyos lados miden 120; 132 y 156 m, respectivamente.

Ademas hay un poste en cada vertice y la distancia entre poste y poste, es
entera y la mayor posible, ¢ cuantos postes se colocaron?

Resolucion Sea d la distancia entre poste y poste, como debe

haber uno de estos en cada vértice de los lados del
terreno, entonces, d debe ser un divisor comun de
120,132 y 156; ademas d es el mayor posible.

d = MCD(120;132;156 B 120 — 132156 |2
60 — 66 — 78
30 — 33 — 39]3

[\

D d=12 10 — 11 — 13
Luego:
v perimetro 120 + 132 + 156
156 #postes = = 12 = 34
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APLICACION 5

Una persona trata de formar un cubo de ladrillos cuyas dimensiones (del
ladrillo) son 20 cm, 15 cm, 8 cm. Entonces, el numero de ladrillos que
necesita para formar el cubo mas pequeiio (de manera que las aristas de

igual longitud sean paralelas) son: (EX UNI)
A) 129 B)143  C)680 [ D)720) E) 2 400

Resolucion Se observa que la arista del cubo L, debe

contener a cada longitud de las dimensiones
del ladrillo, y es la menor posible, entonces, L

es minimo y es multiplo comun de 20; 15y 8.
= [, = MCM(20; 15;8) ® 20 —15 — 8 2
10 —15 — 4/ 2|

| 5—-15— 2|2

L 5—-15—- 1|3

5 —p [ =120 5—5—-1/5
1-1-1

' 120 120 120

# ladrillos = X X — =72

20 15 8 0
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/ PROPIEDADES DEL MCD Y MCM

- :

Propiedad 1

Si A y B son dos numeros enteros no nulos tales que B | 4, entonces
(MCD (A;B)=|B| y MCM (A;B)=|A| Py

Ejemplo: MCD (—63; —21) = |[-21| =21 vy
MCM (=63 ; —21) = |—63] = 63

/Propiedad 2 N

Si se tienen dos 0 mas numeros primos entre si, entonces el MCD

de ellos es la unidad.

Si se tienen dos o0 mas numeros primos entre si, dos a dos, el
\MCM sera el producto de los valores absolutos de ellos. -

~

Ejemplo: Ejemplo:
MCD (—15;28) =1 MCM (=12 ; 25; 7) = |-12].]25].]7] = 2 100
MCD (44 ; —75) =1 MCM (13 ; —18; —5) = |13|.]-18].]-5| =1 170
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Aplicacion 6

Si MCD( ab5; ab9)=b . Calcule la suma de cifras del
MCM(—(a+4)(b+4); (a—4)(a+4)).

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15

Resolucion
Como b es MCD de ab5 y ab9, entonces ab5 =b y ab9 = b.

L) ab9—ab5=b Ly 4=b Ly b=1,2;4

Como los nimeros son impares , entonces b = 1.

Ademas del numero (a — 4)(a + 4) , se obtiene a = 5.

Reemplazando:

MCM (—(a+4)(b+4); (a—4)(a+4)) = MCM(—95;19) = |-95| =95
II? Suma de cifras: 14
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T Propiedad 3 )

Si dos 0 mas numeros enteros no nulos se multiplican o dividen por otro
entero no nulo, entonces tanto el MCD como el MCM de ellos queda
\multiplicado o dividido por el valor absoluto de dicho numero. y

Ejemplo:
_ 108 72 36
Sabemos que: MCD(108,72) = 36 — MCD (T ,?) =25 MCD(12,8) = 4.
Mientras que: MCM(108,72) = 216 — MCM (% %) =225 MCM(9,6) = 18.
En general:
MCD (A k, Bk, Ck) =MCD(4,B,C)xIkl

(A 5 C) = MCDI(,fI’B’C) .k es divisor del MCD

MCM (A k, Bk, Ck) =MCM(4,B,C)xIlkl

A B C\ _ MCM(4,B,0) b
MCM (k ,k,k) .k es divisor del MCD

|kl
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Aplicacion 7

El MCM de los numeros: 54k; 72k y 108k es 3 240. Determine el
menor de los numeros.

A) 756 [ B) 810] C) 972 D) 1 080 E) 1134
Resolucidon

DATO: MCM(54k;72k; 108k) = 3 240

Por propiedad: 18k x MCM(3;4;6) =3240 ™ k=15
12

= El menor de los niimeros es: 54k = 54.(15) = 810
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C Propiedad 4 A

Si un conjunto de numeros se dividen entre su MCD, los
\COCienteS gue se obtienen son primos entre si.

J

Sea: MCD(A,B,C) = d <

N\
Qe &l &I
I I

‘4

Entonces: A=d.p; B=d.q y C=d.r

donde p,q y r son primos entre si (PESI).
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/Propiedad 5 A
Si el MCM de un conjunto de numeros se divide entre cada uno
de ellos, entonces los cocientes que se obtienen son primos

\entre Sl. y

m
2~ ®
Sea: MCM(4,B,C) =m< = =(g)— PESI
PR
\C _®
Entonces: A =—; B =2 Yy c="
P q r

donde p,qy r son primos entre si (PESI).
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’ . .,
' Aplicacion 8

Si N es un numero entero positivo de tres cifras y MCD(N; 420) = 84,
calcule la cantidad de valores de N.

A) S B) 6 C) 7 D) 8 E)9

Resolucidn o
N=28 N = 84p
Como: MCD (N ;420) = 84 —
420 = 84.5

420 = 84

Luego p#5 y 100 <N <1000 100 < 84p < 1000

% 1,1.<p<11,9..

Valores de p: 2;3;4;6;7;8;9; 11

N toma 8 valores.
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(Propiedad 6 A

&\ACD( N*—1, NP -1, ... NP —1) = NM(D(ab;..;p) _ 1

Ejemplo: MCD( N1® — 1, N15 — 1, N35 — 1) = NMCDA01535) _ 1 — N> — 1
Aplicacion 9

Dados A =77 ...7g) (54 cifras) y B = (15)(15) ... (15)(16) (108 cifras),
determine la suma de cifras del MCD(A4; B), cuando esté expresado en

base 4.
A) 64 B) 72 | ¢)s1] D) 90 E) 105

Resolucion
A_854—1 » A—2162_1 » MCD(A;B)=254—1 —_-4.27_1

B = 16108 —1 » B = 2432 -1 - MCD(A, B) 2333 3%(4)
27 cifras

MCD(4; B) = 2M(D(162;432) _ 9 La suma de cifras del MCD es 81.
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'/ﬁ?ropiedad 14 )

El producto de los valores absolutos de dos numeros enteros no
nulos, es igual al producto del minimo comun multiplo por su maximo

comun divisor.
9 |A| x |B| = MCD(A4, B) x MCM(4, B) Y

Generalizacion
Para n numeros enteros no nulos A A, .. A, tenemos:

I A1 I.I Az I = smn o I Anl o MCM (Al’ Az, e ’An)'dl .dz. saa s dn_l

Donde:

d,=MCD (4,, 4,),

d, = MCD (A,.4,/d,,A,),

d, = MCD (A4,.4,.4;/ (dd,), A,), ...,
d,_1=MCD(A.A,....A,_1/(d.d,. ... .dy_3), A,).
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2 )
Propiedad 8

Si en un conjunto de numeros, parte de ellos se reemplaza por el MCD,

entonces el MCD no varia, algo similar se cumple para el MCM. P

MCD(A,B,C,D) = MCD[ MCD(4,B), MCD(4,B,C), D ]
MCM(A,B,C,D) = MCM[ MCM(4,B,C), MCM(C,D) ]
Ejemplo: MCD(160,240,288,320) = 16

\J = &

MCD = 80 MCD = 32

) 4

MCD =16 |
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Aplicacion 10
Si MCD (3a;24b) =18k y el MCD (2b; c) =2k ; ademas el
MCD (a; 8b;4c) = 1 200. Calcule k.

A) 500 B) 540 c)s580 [ D)600 | E) 640
Resolucion
Se tiene: MCD(3a; 24b) = 18k ™ MCD (a; 8b) = 6k
S— _
=~ 3
Ademas: MCD (2b;c) =2k ™ MCD (8b;4c) = 8k
S—— _
X 4
Luego:
MCD (a; 8b; 4c) = MCD[ MCD(a; 8b), MCD(8b;4c) ] = 2k.MCD[ 3 ,4 ]
| 6k 8k 1

1
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Propiedad 9
En la division euclidiana D = d . q + r, entonces MCD(D,d) = MCD(d, 1)

Ejemplo:
Tenemos: MCD(2 086, 745) = MCD(745, 596) = MCD(596, 149) = 149

[2 086 | 745 } [745 596 } [596 149 }
0 4

596 2 149 1
Propiedad de la linealidad del MCD

Sean A y B dos numeros enteros no nulos y sead = MCD ( 4, B),
entonces existen dos niumeros enteros no nulos m y n tales que

‘ d = mA+ nB I
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" Propiedad 10: ALGORITMO DE EUCLIDES R

Sean A y B numeros enteros diferentes de cero. Para calcular el
MCD(A4, B) podemos utilizar la propiedad 9 varias veces, de la

\siguiente forma, sea d = MCD(A, B) )
Division
A=B.q +r, d = MCD(B,r)
B=r.q + ry d = MCD(r,ry), r{ <Tr
r=r1r.q, +1,, d = MCD(r1,), 1, < 14
r{=Ty.q3 + T3, d = MCD(r,,r;), r; <1,
r,= 13.q, + T4, d = MCD(r; 1), Ty, < 1y
Th—-1 = Ty -qn+1 d = MCD(ry-1, Tp) = 1y
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" ALGORITMO DE EUCLIDES

Para el calculo del MCD de Ay B, se divide el nUmero mayor entre el
menor, luego B entre el resto encontrado y asi sucesivamente entre los
restos que se van obteniendo hasta que resulta una division exacta. El

ultimo residuo es el MCD de Ay B.

Cocientes q q, | q» | .. e | Q| Qn+1
A B r rl rn—z rn—]_ (_MCD
7 //v 7 //
Restos r ry | rz . |Tn=1| Tn —

MCD(4,B) = r,

Nota: Si r, =1, los numeros son PESI

n
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EJEMPLO DEL ALGORITMO DE EUCLIDES

Calcular el MCD(424,-272)

1 | =2 4] 1 |3
424 |-272|152(,32 |,24 |, 8

— /,

1527 327 247 8

Entonces el MCD( 424 ,—-272) = 8
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|
' Aplicacion1l
Al calcular el MCD de a(a+5)a y (a+ 4)bc por el algoritmo de

Euclides se obtuvieron como cocientes sucesivos 1, 1, 3 y 3. Calcule el
valorde a+ b + c.

/v
f

A) 10 B) 12 C) 13 D) 14 |E) 15|
Resolucion
Sea: k=MCD((a+4)bc;a(a+5)a) I Reemplazando:
Se tiene: | 494 =13k ®» k=38
1 1313,
(a+ 4)bc=23k|a(a + 5)a= 13k 10k| 3k |k , BPC=23x38 = 874
e I
I » b=7;:c=4

Como: a(a+5)a=13k =1 I

IR S a+b+c=15

(-}
B —6a—-15=13 B a=4
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FRACCION CONTINUA SIMPLE FINITA

Definicion 1

Es una expresion de la forma: |F = ap + 1

Donde: ap es entero y los a, +

numeros a,, a, a;, ..,a, SON as + -

enteros positivos y n es finito; .

es una fraccion continua simple | 1

finita Ap—1 +—
an

La expresion anterior se puede
representar como:
P g A5 B

ag; a.,a,,A,, "+ ,d también por: ag + . —
lay; a,,a,,a; alY P 0a1+a2+a3+ a,
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/ Ejemplo:
Expresar la fraccion F = 42/19, mediante fracciones continuas.

2 _ 4 _ 1 1,1 1
TR T C it B Bk
o 4+ 4+ — 4+ ——
4 7 4 1
3 T3
42 1

2 =24 -

% 4+ ——

1+§

42
Entonces: T [2;4,1,3]

CICLO: PREUNIVERSITARIO 2023-2
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| Resolucién:

Aplicacion 12

Sea la fraccion continua f I 1 1
o TR
1 | 2 + — 2 + ¢
2 + 1 I 4
1+ vy [
I 4 1 B 14
Dé como respuesta la o=y S\ 2 +E
L I AL
suma de los términos de 14
su fraccion irreductible 59
equivalente. f= 5o

Suma de términos: 52 + 19 =71

D)8l  E)85

|
!
A)53  B)67 [C) 71] :
|
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Representacion de un numero racional A/B medianfe fraccion

continua simple
Se realiza el algoritmo de X |y | z v | W
Euclides (divisibn  por 1B 7
defecto) para el calculo del — | = —
MCD(4, B) . N I d
Entonces: apll .
- E— X + 1
y+ 1
Z +
1
v+ —
w
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Ejemplo:

Entonces:

Exprese mediante fracciones continuas

216
q 2 1 5
216 | 76 | 64 12
r (64 |12 4
1
1 =1[2;1,5,3]
1+—1
5+§
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/
/' Aplicacion13
S a

0 2 |1 |6
» a=7b=207 | 6 | 1

L/ L/ L/

( _ (Eantidad de ) —2.(3.3.2.3)
a2 A A divisores enteros
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c
Si: b= 0;2,1,6] vy rie |—4;5, 4],ademas ay b son PESI; cy d son
PESI. Calcule la cantidad de divisores enteros de a. (b — c¢).d.
A) 27 B) 36 C) 54 D)72 | E) 108]
Resolucion :
Los términos de cada fraccion ; - 4
|
continua que genera %y 2 son losi ¢c=—-80|d = 21| 4 |1
| ) P
cocientes sucesivos al obtener el 4
MCD por el algoritmo de Euclides. i B
Como los términos de cada fraccion ! ' b - A
son PESI, entonces su MCD es 1. i a.(b-c).d=7.(20 - (-80)).21
: = 22.52,3.7%
l
|
1
|
I




TEOREMA

Todo numero racional puede ser representado mediante una fraccion
continua simple finita y tal representacion es basicamente Unica.
Ademas toda fraccion continua simple finita representa a un numero
racional.

Definicion:
Se denomina convergente o aproximante de orden i de C, a la expresion:

C, = |la, a4,..,a;], i = 0,1,2,3,..

l l
C,esunracional C;=p;/q; ,i=0,123,..
p; es el i -esimo numerador y q; es el i -esimo denominador

Pueden obtenerse en forma recurrente.
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Formulas de recurrencia

Pi=Q;.Pi-1 +DPi-2 L= 2’3’4’"'. .
con valores Iniclales
qi=a;.9;_1+qi_ Po = Qp , P, = aqy.a; +1

qQ =1 , q9, — a4

La fraccidon p;/q; es irreductible (se deduce de la relacion):
Pi-9i-1 — Pi-1-q; = (1)1

Y q; €S siempre positivo, ya que en su expresion no interviene a,. De
hecho g, coincide con el numerador de la fraccion [a; a,, a3, -, a;]
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El nombre de convergentes para los C; obedece al siguiente resultado:

1) Los convergentes pares C,; forman una sucesion creciente y los impares
C,;+1 Una sucesion decreciente.

i) Cada convergente impar es mayor gue cada convergente par y el valor
de la fraccion continua esta entre los convergentes pares y los
Impares.

Observacion:
ParaC = [a, a,, .. ,a,]es evidente que C, coincide con el valor de Cy
es un namero racional.

Estos resultados se apreciaran mejor con un ejemplo numeérico.

40

Calculemos los convergentes en el desarrollo de =ik
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Convergentes
_ 40
Ejemplo: —
ﬂ—1+9—1+1—1+ !
31 31 %_ 3+% C;=1+=- =5=1,333
=1+ LI ! 1 2 9
2 2+ = £y — 5
4 4 2 2
40 1 1 1 9
— =1[1; 3,2,4] C;=1+ =1+ 1+ —— =1+5x=1+—
31 g L PR 1 ol 5 s =2
1 9 9 9
., 2+7 )
Observacion: 40
=ﬁ—1,290

Co<Cy<Cy<:- C <Cg<Csq<Cy
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RESOLUCION
DE
PROBLEMAS
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Problema 1

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
MCD(a? — 2; a®* +3) =1, Va € Z.

MCM(n — km;m) = MCM (n;m) ,Vvm;n; k € Z.
MCD(—-35;—-40) = —5.

|A) VFF] B) FVV C) VEV D)FVF  E) VVF
Resoluciéon
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Problema 4
SIMCM[(a+3)(b—1)(c+1);abc] =3880.Calculea+ b + c.

A)16 | B)17] C) 18 D) 19 E) 20
Resolucion
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Problema 6

Si MCD(m4m; 7n7) = 13, calcule la suma de divisores propios del

MCM(m6 ; n4).
A) 280 |B)316]  ©)360 D) 472 E) 508
Resolucion
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Problema 7
Si A= 30.40™ y B = 40.30" ademas: CDycpa.3) = 70, CDycmap) =
640 y n < m. Calcule m + n.

B) 10 C) 12 D)15  E)18

Resolucién
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Problema 8

Si. P =MCD(97!;abc!) vy tiene m divisores, calcule la cantidad de
divisores de P gque terminan en la cifra 5.

[A ZZm] B 23m C) m D) 22_m E) 23_m
2 185 2 185 23 23 22
Resolucién
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Problema 10
de 8 cifras, calcule n.
A) 8 B) 9 C) 10 D) 11 [E) 12]

Resolucién
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Problema 16

Para llenar el contenido de un reservorio con agua se utiliza un cano de
la siguiente manera: primero se llena los 4/7 del volumen con un caudal
de 3 litros por minuto, y para el resto del volumen el caudal se aumenta
en un litro por minuto. Si el menor multiplo comun de los tiempos
parciales es 480 minutos, calcule el tiempo de llenado en horas de dicho
reservorio.

A) 6/5 B)19/12  [C)25/18] D) 35/24 E) 3/2
Resolucion
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Problema 18

Al calcular el MCD de 1428 y c2 mediante el algoritmo de Euclides se
obtuvieron como cocientes sucesivos b, a, a, 2 y 3, donde a es el MCD
de los numeros. Calcule: a + b + c.

A) 24 B) 25 | c)26] D) 27 E) 28
Resolucion
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Problema 27

Si: MCD (914;13B) =104, MCM (63A;9B) =12096 y A>B,
entonces el MCM(A — B; A+ B) es

A) 80 B) 192 C) 272 |D) 440 | E) 560
Resolucion
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Problema 30

Daniel desea renovar algunos ambientes de la casa que compro; por
ejemplo, habia un piso de forma cuadrada con losetas de 24 cm x 20 cm,
decide cambiar por losetas de 36 cm x 24 cm cuyo costo por loseta es S/
16, pero resulta que este cambio no le agradd a la esposa de Daniel
guien le pide que realice un nuevo cambio con losetas de 40 cm x 30 cm
cuyo costo es S/ 18. Calcule el minimo gasto en soles gue realizo Daniel
en la compra de las losetas en ambos cambios.

A) 3 825 B)3950  C)4024 [D) 4 344 ] E) 4 454
Resolucion
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